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O czym bede mowit

Na przyktadzie dwoch modeli reakcji biochemicznych, bede chciat
powiedziet:
@ dlaczego analiza matematyczna modeli jest wazna;

@ do jakich btedéw moze prowadzi¢ brak tej analizy (czyli
skonstruowanie modelu i przeprowadzenie symulacji).
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powiedziet:
@ dlaczego analiza matematyczna modeli jest wazna;

@ do jakich btedéw moze prowadzi¢ brak tej analizy (czyli
skonstruowanie modelu i przeprowadzenie symulacji).

o Degradacja biatka na dwa sposoby: szybki i z fosforylacja
@ Reakcja i model
@ Ujemne rozwigzania
@ Poprawiony model
Q Ekspresja genu biatka Hes1
@ Proces, model i jego podstawowe wtasnosci
@ Asymptotyka rozwigzan
@ Stabilnos¢ bifurkaciji
@ Dyfuzja czy opdznienie?
Globalna stabilno$¢ stanu stacjonarnego

(]
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Reakcja fosforylaciji Reakcja i model Ujemne rozwigzania Poprawiony model

Wyprowadzenie modelu

Opis reakcji — proces urodzin i $mierci

0—x, xo,
@ A — intensywnos$¢ produkcji biatka;
@ B — intensywno$¢ degradaciji biatka.

Roéwnanie

x(t)=A—-Bx(t), t>0,
x(0)=0.
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Reakcja fosforylaciji Reakcja i model Ujemne rozwigzania Poprawiony model

Wyprowadzenie modelu

Opis reakcji — op6zniona degradacija

A B C
)— X, X—0, X—0,
@ A — intensywnosé produkciji biatka;
@ B — intensywnos$¢ degradaciji biatka;

o (' — intensywno$¢ degradacii poprzez fosforylacje
(r — $redni czas trwania degradacji).

4

K(t)y=A—-Bx()+] ], 120,
x(0)=0.
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Wyprowadzenie modelu

Opis reakcji — op6zniona degradacja

A C
05 x, X250, X=—0,

@ A — intensywnosé produkciji biatka;
@ B — intensywnos$¢ degradaciji biatka;

o (' — intensywno$¢ degradacii poprzez fosforylacje
(tr — $redni czas trwania degradacji).

\

Roéwnanie (por. Bratsun et. al. (PNAS 102 (2005)))

X(t)=A-Bx(t)-Cx(t—71), t>0,
x()=0, dlar<0, x(0)=x>0.
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Reakcja fosforylaciji Reakcja i model Ujemne rozwigzania Poprawiony model

Podstawowe wtasnos$ci modelu

0—5x., x20, x=0 ]

%(f)=A - Bx(t) - Cx(t—7), t 2 0,
x(H)=0, dlat<0, x0)=2x9>0.

Wiasnosci rozwigzan

@ Rozwigzania sg jednoznaczne i globalne;

@ Istnieje jedyny dodatni stan stacjonarny x = m;
@ Bez opdznienia: rozwigzania daza monotonicznie x;

@ B>C = xlokalnie asymptotycznie stabilny dla 7 > 0;
°

B<C = Xxlokalnie asymptotycznie stabilny dla 7 < 7,
i niestabilny dla v > 7.. W T = 7. pojawiajg sie oscylacje
o statej amplitudzie.
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Reakcja fosforylaciji Reakcja i model Ujemne rozwigzania Poprawiony model

Dlaczego model jest poprawny?

00— x., x50, x=—0 ]

X(t)=A —Bx(t) - Cx(t—71), t >0,
x(t)=0, dla <0,
x(0)=x9>0 (reakcja zaczyna sig w £ = 0) .

@ poziom modelu: Biatko, ktére zaczeto degradowaé
w ,0pdzniony” sposéb nie jest usuwane z ukladu = moze
wzig¢ udziat w kolejnej degradacji, czyli zostac¢ usuniete
z uktadu kilka razy;

@ poziom réwnania: Kazde rozwigzanie tego rownania dla

B < C przyjmuje wartosci ujemne dla pewnych ¢ € [0, 47].
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Reakcja fosforylaciji Reakcja i model Ujemne rozwigzania Poprawiony model

Ujemne rozwigzania — dowodd
Skalujgc czas i zmienng rownanie mozemy sprowadzi¢ do
XO)=1=-bx(t)—x(t—71), x(t)=0, te[-1,0), x0)=uxp. (%)

Twierdzenie

Niech > 7. = L‘”Z@, b € [0, 1). Dia kazdej wartosci

poczatkowej xp > 0 istn_ieje punkt O < f < 4, taki Ze rozwigzanie
zagadnienia (x) jest ujemne w punkcie t = f.

U. Fory$, M.B., J. Poleszczuk, Appl. Math. Lett., 24, 982-986, (2011)
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poczatkowej xp > 0 istn_ieje punkt O < f < 4, taki Ze rozwigzanie
zagadnienia (x) jest ujemne w punkcie t =t

Dowéd
Rozwiqzanie () jest postaci x(t) = z(¢) + x0z(?), gdzie

N
| A

.—

1)k o Z bi(t — kr)/

k= Jj=0 ']

, te[(n-1Drnt).

@I'—‘

Szacujmy z(¢) dla n = 4. O

U. Fory$, M.B., J. Poleszczuk, Appl. Math. Lett., 24, 982-986, (2011)
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Reakcja fosforylacji Reakcja i model Ujemne rozwigzania Poprawiony model

Poprawiony model

A B
00— X, X—0,

c D
X—Y, Y—>0, Y degraduje po czasie 7.

@ x — stezenie “aktywnych” biatek X;

@ y — stezenie “nieaktywnych” biatek Y, czyli tych, ktére weszty
na $ciezke ,,0p6znionego” rozpadu;

@ 7z — stezenie wszystkich obserwowanych biatek, czyli suma
aktywnych i nieaktywnych: x + y;
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Poprawiony model

A B
00— X, X—0,

c D
X—Y, Y—>0, Y degraduje po czasie 7.

@ x — stezenie “aktywnych” biatek X;

@ y — stezenie “nieaktywnych” biatek Y, czyli tych, ktére weszty
na $ciezke ,,0p6znionego” rozpadu;

@ 7z — stezenie wszystkich obserwowanych biatek, czyli suma
aktywnych i nieaktywnych: x + y;

() =A—(B+CO)x(0),
y(1) = =Dy(t) + Cx(t) — Cx(t — 1) P7,
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Reakcja fosforylacji Reakcja i model Ujemne rozwigzania Poprawiony model

Poprawiony model

A B
0—X, X—0,

c D
X—Y, Y—>0, Y degraduje po czasie 7.

@ x — stezenie “aktywnych” biatek X;

@ y — stezenie “nieaktywnych” biatek Y, czyli tych, ktére weszty
na $ciezke ,,0p6znionego” rozpadu;

@ 7z — stezenie wszystkich obserwowanych biatek, czyli suma
aktywnych i nieaktywnych: x + y;

() =A—(B+CO)x(0),
y(1) = =Dy(t) + Cx(t) — Cx(t — 1) P7,

z=x+y = #(f) = A— Bx(t) - Cx(t — 7) exp(-D1) — D(y(t) — x(1)) .
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Reakcja fosforylacji Reakcja i model Ujemne rozwigzania Poprawiony model

Wiasnosci modelu

@ Rozwigzania istniejg globalnie, sg jednoznacznie i nieujemne;
A
o Wzoér: x(t) = X ( ——) (B0,
zor: x(t) = X+ | x B+Ce
@ xo<x = x(t) /" x,z20¢) /7
@ xp>x = x()\\ X, dlar>0i z(r) \ z, dla duzych r;
°

Oscylacje nie sg mozliwe.

2 Wszystkie
L aktywne
04— ﬂ

1
0O 5 10 15 ¢ ~0 5 10 15 ¢
M.B., U. Forys, J. Poleszczuk, J. Math. Anal. Appl., 376, 74—83, (2011)
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Ekspresja genu kodujgcego biatko Hes1

@ Biatko Hes1 wigze sie do nici swojego
DNA blokujgc transkrypcije. Ve k,
DNA == mRNA — 0
@ Intensywnos$¢ produkcji mRNA zalezy
od zageszczenia biatka — im wiecej
biatka, tym wieksze f(Hes1)
prawdopodobienstwo, ze B
DNA zostanie zablokowane, a wiec
intensywnos$¢ produkcji maleje (petla

ujemnego sprzezenia zwrotnego). k,
Hes1 — 0

@ W modelu opisujemy jedynie stezenie
mRNA i biatka.

W ukfadzie, do$wiadczalnie, obserwowano oscylacje
(H. Hirata i in., Science, 298: 840-843, (2002))
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Model

Zaproponowany w 2003. (N.A. Monk, Curr. Biol., 13: 1409-1413, (2003))

it = f(p(t - 1,)) = kr(2),
p(0) = Br(t — 1) — kpp(t),

@ r(t) — stezenie mMRNA;
@ p(t) — stezenie biatka Hes1;
o f — funkcja malejgca, opisujaca spadek produkciji biatka
w wyniku zablokowania DNA przez Hes1;
@ k. ik, — intensywno$ci degradacji mRNA i biatka;
@ B — intensywnos¢ produkgji biatka przez mRNA (translaciji);
@ 7,71, — czas transkrypcji i translacji;
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Istnienie dodatniego stanu stacjonarnego

Jesli (7, p) jest stanem stacjonarnym, to
k kpk,

= _fp o 75y —
r_ﬂp’ f(P) B

f(p)>0oraz f(p) \, = istnieje jeden stan stacjonarny.

p.
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Istnienie dodatniego stanu stacjonarnego

Jesli (7, p) jest stanem stacjonarnym, to
k kpk,

= _fp o 75y —
r_ﬂp’ f(P) B

f(p)>0oraz f(p) \, = istnieje jeden stan stacjonarny.

p.

Przeskalujmy uktad tak, by p stato sie 1.

~ 1
f&) = '[—ff(ﬁf) forall £ e R, x(1) = gr(t), y(®) = —p(1)
p p p
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Istnienie dodatniego stanu stacjonarnego

Jesli (7, p) jest stanem stacjonarnym, to
k kpk,

= _fp o 75y —
r_ﬂp’ f(P) B

f(p)>0oraz f(p) \, = istnieje jeden stan stacjonarny.

p.

Przeskalujmy uktad tak, by p stato sie 1.

~ 1
f&) = 'gf(ﬁf) forall £ e R, x(1) = l—fr(t), y(®) = —p(1)
p p p

Uktad po skalowaniu

X1 = fOt = 10) = kex(1),

. (HES1)
(@) = x(t — 7)) — kpy(0) .
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Podstawowe wtasnosci

Twierdzenie (Istnienie globalnych, nieujemnych rozwigzan)

Jesli funkcje poczgtkowe sg nieujemne i catkowalne, zas funkcja f
jest ciggta, to wowczas istnieje jednoznaczne rozwigzanie
modelu (HES1) okreslone dla wszystkich t > 0.
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Podstawowe wtasnosci

Twierdzenie (Istnienie globalnych, nieujemnych rozwigzan)

Jesli funkcje poczgtkowe sg nieujemne i catkowalne, zas funkcja f
jest ciggta, to wowczas istnieje jednoznaczne rozwigzanie
modelu (HES1) okreslone dla wszystkich t > 0.

v

@ Wykorzystamy metode krokéw na przedziatach dtugosci
Ty = min{7,, 7,}.

@ Na przedziale [0, 7,,] mamy réwnanie liniowe
nieautonomiczne.

@ Rozwigzanie mozemy przedtuzy¢ na caly przedziat.

@ Nieujemnos$¢ danych poczatkowych implikuje nieujemnos$é
rozwigzan.

@ Indukcja matematyczna. |
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Asymptotyka rozwigzan

Zbiér niezmienniczy

) ~ 10 f0)
{cpeca i UL 8 o) € [0’ kr ]X[O’ kpkr]}

Twierdzenie (stabilno$¢ stanu stacjonarnego)
(i) Jeslikpk, > |f'(1)], to stabilnosc dla wszystkich t,, 7, > 0.
(ii) Jeslikyk, < |f'(1)l, to stabilnos¢ dla wszystkich T, + 7, < T,
i niestabilnos¢ dla T, + 7, > 7.,. W punkcie ., ma miejsce
bifurkacja Hopfa.
arc cos (kp;,rf_l‘)u%)

Teor=—— >
wo

wo = \/% (-0 + )+ & -2 + a1 )2)
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Asymptotyka rozwigzan

@ Funkcja charakterystyczna:
W) = 2 + (kp + k) + kpky = f'(De™, T=1, +7,.

@ Dla t = 0 stabilnos¢.
@ Jedli stan traci stabilno$¢ to W(iw) = 0 dla w > 0.
@ Stad szukamy dodatnich pierwiastkow

F@) = o* + (& + K02 + (kk)? — (F (D).

@ Jesli F(0) < 0, to wy > 0, takie ze F(wp) = 0 istnieje
i pierwiastki przechodza z lewa na prawo.
(korzystamy tutaj z twierdzenia z pracy K.L. Cooke, P. van den Driessche,
Funkcj. Ekvacioj 29, 77-90 (1986)) O

<
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Przypadek funkciji Hilla

k" kk,k,
v . a, k>0, k= —L
kh + &h af

(i) k <1 —istnieje jedno h.. > 1, takie Ze dla1 < h < he, stan
stacjonarny jest stabilny dla wszystkich t > 0. Dla h > h. > 1
nastepuje zmiana stabilnosci dla 7.

f& =

(i) 1 <k < ker — iStniejg hey, < her,, takie Ze dla h < hep, ih > hey,
stan stacjonarny jest stabilny dla wszystkich T > 0. Dla
pewnych h € (h.,,, her,) Nastepuje zmiana stabilnosci dla ;.

(ii) Jesli k > k., to stan stacjonarny jest stabilny dla wszystkich

T2>0. b
Badamy nierowno$¢ h — y(h) > 1, y(h) = ﬁ- H

4
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Troche teorii rwnan z op6znieniem

X(1) = F(x) = L(x; = X) + G(x, = X), F(x)=0,

gdzie:
X 1 [-7,0] > R", x; € C = C([-7,0];R")
x(s)=x(s+1t)forallt>0,s €[-7,0]
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Funkcja charakterystyczna

Twierdzenie Riesza o reprezentacji

Dla dowolnej ¢ € C mamy L(yp) = f w(=60)dn(6),
0

gdzie n jest n X n macierzg funkcji NBV (unormowanych o wahaniu
ograniczonym).

Funkcja charakterystyczna

W(Q) = det (/U - f ' e_/lsdn(s)ds)

0

Stabilno$¢ stanéw stacjonarnych x € C

Lokalna asymptotyczna stabilno$¢ stanu stacjonarnego réwnania
liniowego jest rbwnowazna temu, ze wszystkie pierwiastki A
réwnania W(1) = 0 maja ujemne cze$ci rzeczywiste.
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$é¢

Istnienie bifurkacji — troche teorii

@ Liniowa cze$¢ uktadu = istnienie (lub nie) bifurkaciji Hopfa

Warunki na wystepowanie bifurkacji Hopfa

a — parametr bifurkacyjny;
Q@ W(ap)) = 0 oraz A(ap) = +iwy, wy € R

d
Q@ —Rel(ap) # 0.
da

| \

T jest parametrem bifurkacyjnym
Funkcja charakterystyczna W(1) = P(1) + Q()e 7.
P oraz Q sg analityczne

F(w) = |Piw) - QW) ,  F(wp) = 0.

. . d
Wowczas: - ReA(to) = ¢*F’(wp) .

(K.L. Cooke, P. van den Driessche, Funkcj. Ekvacioj 29, 77-90 (1986))

N
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Ekspresja genu biatka Hes1 Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$é¢

Stabilnos¢ rozwigzan okresowych

@ Nieliniowa cze$¢ uktadu =
o typ bifurkaciji:
nadkrytyczna (u, > 0) Ilub podkrytyczna (u, < 0)
o stabilno$¢ rozwigzan okresowych:
stabilne jesli 8, <0 lub niestabilne jesli 3, < 0.

nadkrytyczna nadkrytyczna
B2 <0 B2>0 e
Te T o Ta T
podkrytyczna podkrytyczna
Tl B2>0 Br<0
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Kochane wzorki, czyli jak to policzy¢ — cze$¢ druga

_ Re(er+cp+cep)

Re (qD2A(iwcr, Ter)P) ’
gdzie p, q — prawo i lewo stronne wektory wtasne A(iw,, 7.)
unormowane tak aby:

H2

qD 1 Aliwer, Ter)p = 1

oraz 1 _
CI = EqD?g(O’ TCI‘)(q)7 q)’ (D)’
cir = qD7g(0,7cr) (W1, @),
1 _
crr = Equg(O, Ter) (‘Pz, (1)) ,
gdzie

@(6) = eXP(iwcrH)p,
P1(0) = (A0, 7e) ! DIG(0, 70 )(D, D),
¥1(6) = expRiwet) (AQiwer, Ter)) ™' DIG(0, T )(@, D).
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Stabilnos¢ bifurkacii

Twierdzenie

Stabilnos¢ bifurkacji nie zalezy od tego, ktére opdznienie jest
parametrem bifurkacyjnym.

(i) Jesli (1) < —a (f(1))?, to bifurkacje jest nadkrytyczna;
(i) Jesli /(1) > —a (f(1))?, to bifurkacje jest podkrytyczna;
a jest skomplikowang funkcjg f’(1) oraz parametrow uktadu.

f(1)=-0.5 f(1)=-1.2
2 0.5
supercritical
15 - 0
subcritical
~ 1 ~—05
s o
= 05 o
0 _15 subcritical
supercritical
—0.8 -2
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
(1) (1)

M.B., A. Barttomiejczyk, Non. Anal. RWA, 13, 2227-2239, (2012)
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Wyniki dla funkcji Hilla

. yrkh
Jesli =—to
Sy =5~ o
4 -2
Niech k = ’;’;"f oraz k., = © ~ 1.12118,

Wp(2e72)(Wp(2e72) +2)
gdzie W to funkcja W, Lamberta, czyli taka ze x = W,(x)e"r®,
Wowczas
@ « < 1, to istnieje h., > 1, taka Ze stan stacjonarny stabilny dla
0 < h < h¢, dla wszystkich T > 0. Dla wiekszych wystepuje
bifurkacja Hopfa;
@ Jesli1 < k < k., to bifurkacja Hopfa wystepuje jedynie dla h
z przedziatu (her1, her2);

e Jesli k > k., to stan stacjonarny jest stabilny dla wszystkich
T2>0.
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Zaleznos¢ 7., od wspétczynnika Hilla £

Ter

Ter
70 1000
60
s 800
40 600
30 400
20
0 200
0 o % 10 15 20 25 k
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Przyktadowe rozwigzania

—— stezenie biatkka 7,
30 — stezeniemRNA 2 50
45
(44
5 4.0
P
c 35
‘N
230
7]
0 2.5
0 1000 2000 3000 t 12 15 1.8 21 24

stezenie mMRNA
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Czy te oczy moga ktamagé, czyli o wynikach symulaciji?

@ Uktad posiada doktadnie jeden dodatni stan stacjonarny.

@ Dodanie op6znienia moze spowodowaé pojawienie sie
oscylacji.

@ Dla jakich wartosci opdznienia bedg wystepowaty oscylacje?

Wyniki numeryczne

7 | wygasniecie | okres
0 0
10 240 170
30 870 | 170
40 1900 | 170
50 9500 | 170
80 co | 280

Wyniki numeryczne za M. Jensen, FEBS Lett. 541 176-177 (2003).
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Czy te oczy moga ktamagé, czyli o wynikach symulaciji?

@ Uktad posiada doktadnie jeden dodatni stan stacjonarny.

@ Dodanie op6znienia moze spowodowaé pojawienie sie
oscylacji.

@ Dla jakich wartosci opdznienia bedg wystepowaty oscylacje?

Wyniki numeryczne Wyniki analityczne

7 | wygasniecie | okres Dla parametréw jak obok:

0 0 Stabilne oscylacje pojawiajg sie dla
10 240 | 170 | T~4lL
e e 17y Amplituda stabilnych oscylacji jest
ol 200 LD bardzo mata, okoto 0.2 podczas gdy
ol Rl 1 amplituda na poczatku moze by¢ duzo
£l ® 2800 ) wieksza.

Wyniki numeryczne za M. Jensen, FEBS Lett. 541 176-177 (2003).
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Jak przebiega proces

dyfuzja
Hes1

mRNA

cytoplazma
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Model z dyfuzjg

Cytoplazma

r, — stezenie mMRNA

r. — stezenie mRNA
pn — stezenie Hes1

p. — stezenie Hes1

ar (9r

a—;ZdrcArc_,urrc 8_:=drnArn_,urrn+f(p)
ap. 0

;Z‘L - deApC —MUpPc t+ H(x, y)a'prc 5[" = dP"Ap" ~HpDn

Bedlewo, czerwiec 2013

Modele reakgji biochemicznych z opdznieniem
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Ekspresja genu biatka Hes1

Model Asymptotyka Bifurkacja Hopfa Dyfuzja Stabilno$¢

Model z dyfuzjg

Cytoplazma

r. — stezenie mRNA
p. — stezenie Hes1

ore
o

ope
atc =dpcApe — ppe + H(x, y)apr.

= drcArc — Mrte

Membrana zewnetrzna komérki

or.
Zf-0
on
op.
£
on

Modele reakgji biochemicznych z opdznieniem

r, — stezenie mMRNA

pn — stezenie Hes1
or

8_: = dmAry — prrn + f(p)

dp
8tn = dpnApn = UpPn

Membrana jgdro - cytoplazma

or. ory
drc_ = drn_
on on
Opc . Opa
dpe on pn on
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Model z dyfuzjg — wyniki numeryczne: stezenie mRNA

t=0 t=60 t=120

t=180 t=240 t=300

t=360 t=420 t=480

M. Sturrock i in., J. Theor. Biol., 273, 15-31, (2011)
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Model z dyfuzjg — wyniki numeryczne: stezenie Hes1

t=120

30

20

t =300

30

20

t=480
30 30

20

M. Sturrock i in., J. Theor. Biol., 273, 15-31, (2011)
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Globalna stabilnos¢ stanu stacjonarnego

Jeszcze raz model ekspresji genu biatka Hes1, ale po troche
innym skalowaniu:

0
#(1) = f 6s)f (5t + $))ds — x(1),
V(1) = x(t) — puy(1).

Funkcja f — funkcja Hilla f(£) = - 25k b =

bhgh?

kkpky —h—1,[h—1
af  2h Vh+1

Dodatni stan stacjonarny jest globalnie asymptotycznie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy h < 3.

RS TIED]

Twierdzenie
Niech h > 1 oraz

M.B., J. Diff. Egs., 259, 777-795, (2015)
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Globalna stabilnos¢ stanu stacjonarnego

Twierdzenie

Niech b € [0, +c0), bedzie jedynym rozwigzaniem

" + Dh&gb)
bl + &byt

’

gazie jest dodatnim pierwiastkiem
EM+ (b =1 - h®" + D)+ " + 1) - b =0,
&o(b) # 1, chyba ze & = 1 jest pierwiastkiem potréjnym. Jesli

Bl 5 k ke,
ph+1 - aB’

to dodatni stan stacjonarny jest globalnie asymptotycznie stabilny.

o’
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Globalna stabilnos¢ stanu stacjonarnego

k k ok,
Dia h = 2, jesli % > 5V5 ~ 0.6211,
(074

to dodatni stan stacjonarny jest globalnie asymptotycznie stabilny.

Zaleznos¢ od wspétczynnika Hilla

kkyk,
af

1.5
1.3
1.1
0.9
0.7
0.5
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Jak udowodni¢ stabilnosc¢

E. Liz, A. Ruiz-Herrera, J. Diff. Egs., 255, 4244—4266, (2013).

Silny atraktor

Niech H: D — D ciagte na D = (ay, by) X (a2, by) X - - - X (ag, by).
Punkt y* € D dyskretnego uktadu dynamicznego

yin+1)=H(ymn), n=123,...,

nazywamy silnym atraktorem w D je$li dla kazdego zwartego
K c D istnieje rodzina zbioréw {I,,}, m € N, gdzie I,, jest iloczynem
k przedziatéw, spetniajgca

(B1) K cInt(l;) C D,
(B2) H(ly) C Lps1 € Int(I,,) dlam € N,
(B3) y* € Int(l,,) dla wszystkich m € N, oraz (,>_, I,, = {y"}.
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Réwnanie z opoznieniem a uktad dyskretny

Twierdzenie (Liz, Ruiz-Herrera)
Jesli 0 jest silnym atraktorem uktadu

yin+1)=F(ym), yn) eR",
w D, to wowczas 0 jest globalnie asymptotycznie stabilne dla
Xj(t) = —xj(O) + Fi(x1(t = 711j)s s Xt = Tj)), J=1,...,m,

zas’rij > 0.

Uwaga

| \

Jeslimamy x; = —g(x;(t)) + ..., to w powyZszym twierdzeniu,
w ukfadzie dyskretnym wystarczy rozpatrzy¢ g]‘.l(F i)

\
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Zastosowanie teorii do modelu Hes1

Z grubsza chcemy pokazaé, ze punkt 0 uktadu dynamicznego
1
Y+ 1) = fxm), x(n+1) = o

jest silnym atraktorem. A to sprowadza sie do policzenia
ograniczen na f (i znalezieniu rodziny zbioréw {I,,}).
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Podsumowanie
Podsumowanie

@ Pokazatem, ze brak matematycznej analizy modeli moze
prowadzi¢ do btednych wnioskéw: model moze by¢
niepoprawny a symulacje komputerowe moga nas oszukac.

@ Pokazatem kiedy w modelu ekspresji genu biatka Hes1
pojawiajg sie stabilne oscylacje — mozna to osiggna¢ przez
odpowiedni dobér parametréw i uwzglednienie op6znienia
translacji/transkrypcji. To op6znienie moze by¢
spowodowane/zwiekszone takze przez dyfuzje biatka
i RNA do/z jadra komérkowego.

@ Pokazatem, ze dla pewnych wartosci parametréw stan
stacjonarny jest globalnie stabilny.
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